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本論文に於ける研究対象である多重 L-値とは,正整数 mを一つ固定し ζm = exp(2pii/m)としたと
き,正整数 k1, . . . , kr−1, kr と非負整数 a1, . . . , ar−1, ar による指数に対し
L(k1, . . . , kr−1, kr; a1, . . . , ar−1, ar) =
∑
∞>n1>···>nr>0
ζa1(n1−n2)+···+ar−1(nr−1−nr)+arnrm
n
k1
1 · · · nkr−1r−1nkrr
で定義される複素数である (但し (k1, a1) , (1, 0)で収束). 特に m = 1の場合は多重ゼータ値
ζ(k1, . . . , kr) =
∑
∞>n1>···>nr>0
1
n
k1
1 · · · nkrr
となる. この場合収束の条件は k1 ≥ 2と表される. 多重ゼータ値の場合, “k1 + · · · + kr”, “r”, “2よ
りも大きな ki の数”のことをそれぞれ “重さ”, “深さ”, “高さ”と呼ぶ. 多重ゼータ値は Riemannの
ゼータ函数 ζ(s) = ∑∞n=1 1/ns の正の整数点に於ける値を拡張したものであり,多重 L-値は多重ゼー
タ値の拡張と考えられる.
また, 多重ゼータ値のもう一つの拡張として q-多重ゼータ値がある. q-多重ゼータ値は, q-整数
(0 < q < 1)を [n] = 1−qn1−q としたとき多重ゼータ値と同じ条件の下
ζq(k1, . . . , kr) =
∑
∞>n1>···>nr>0
qn1(k1−1)+···+nr(kr−1)
[n1]k1 · · · [nr]kr
で定義される q-級数であり, q→ 1のとき ζ(k1, . . . , kr)に収束する.
これらの値についての主に Q上の線型関係式及びその生成する空間の次元には整数論的な性質
が含まれており,関心が持たれている. 本論文では,以上の対象に関する線型・代数関係式について,
主に Fuchs型の微分方程式系の接続問題の立場からその由来,特質に関する考察を行う.
次に,各章の構成について述べる.
第一章では自由 Lie 代数の普遍展開環およびその双対であるシャッフル代数に関する復習を行
う. 有限集合 Σ ⊂ C に対し, Xa (a ∈ Σ) で生成される自由 Lie 代数の普遍展開環は Xa (a ∈ Σ) で
生成される非可換巾級数環 C〈〈Xa〉〉a∈Σ と同型となり, 本論文の主な対象である形式的 Fuchs 型方
程式系の値の取る空間として重要なものである. また, その双対であるシャッフル代数 C〈〈xa〉〉a∈Σ
(〈xa | Xb〉 = δab で双対と同一視)は, 形式的 Fuchs型方程式系の解の係数として現れる多重対数関
数および多重 L-値をパラメトライズするのに必要不可欠である
第二章では形式的 Fuchs型方程式系
dH =
∑
a∈Σ
Xa d log(z − a)
 H, H(z) ∈ C〈〈Xa〉〉a∈Σ, Σ ⊂ C, |Σ| < ∞
の各特異点の近傍で他の各特異点を向いている解を構成する. また, これらの解の比を考えること
により接続行列を構成する. この解は前章で復習した非可換巾級数環の元として構成され, その係
数には C〈xa〉a∈Σ の元でパラメトライズされた多重対数関数
LibΣ(xk1−1a1 xb · · · xkr−1−1ar−1 xbxkr−1ar xb; z) = (−)r
∑
∞>n1>···>nr−1>nr>0
(
z−b
a1−b
)n1−n2 · · · ( z−b
ar−1−b
)nr−1−nr ( z−b
ar−b
)nr
n
k1
1 · · · nkr−1r−1nkrr
1
(但し ai , b)が現れる. 接続行列の係数はその極限として得られる多重 L-値
LabΣ (xk1−1a1 xb · · · xkr−1−1ar−1 xbxkr−1ar xb) = (−)r
∑
∞>n1>···>nr−1>nr>0
(
a−b
a1−b
)n1−n2 · · · ( a−b
ar−1−b
)nr−1−nr ( a−b
ar−b
)nr
n
k1
1 · · · nkr−1r−1nkrr
で表される. 上の二つはシャッフル積に関する準同型となり, C〈xa〉a∈Σ の元でのパラメトライズが
本質的となる. また, Σに対称性がある場合にはその対称性が非可換巾級数環およびシャッフル代数
にまで受け継がれ, ある特異点での解が他の特異点での解を用いて表示できる. この対称性を用い
た各特異点での解の構成により,二重対数関数 Li0{0,1}(x0x1; z) = −
∑∞
n=1 z
n/n2 の Eulerの反転公式
Li0{0,1}(x0x1; z) − Li0{0,1}(x1; z)Li0{0,1}(x1; 1 − z) + Li0{0,1}(x0x1; 1 − z) = −ζ(2)
の多重対数関数に対応するものが Fuchs型方程式系の解の接続の表示として得られ,更には解の間
の接続行列及びその関数等式を得る.
定理 1. a, b ∈ Σを入れ換える Σを保つ一次分数変換があれば,反対合射 τが存在し双対公式が成立:
LabΣ (w) = LabΣ (τ(w)), w ∈ C〈xa〉a∈Σ.
特に a = 1, b = 0として, Σ = {0, 1}の場合には分数変換 1 − zが多重ゼータ値の双対公式を復元
し, Σ = {0, 1, i,−1,−i}の場合には 1−z1+z に対応する双対公式を記述する τは次で定義される:
τ : x0 7→ −x1 + x−1, x1 7→ −x0 + x−1, x−1 7→ x−1, xi 7→ −x−i + x−1, x−i 7→ −xi + x−1.
また,この写像を制限することにより Σ = {0, 1,−1}の場合の双対性も得ることができる.
第三章では Σ = {0, 1}の場合形式的 Fuchs型方程式系,つまり多重ゼータ値の場合に関して論ず
る. この場合,特異点 {0, 1,∞}を保つ一次分数変換の成す群は {0, 1,∞}の置換群となり,とても細か
な部分まで理解することができる. 特に生成元となる二つの互換 (0, 1), (1,∞)に注目することによ
り,第二章で見た (0, 1)に対応する Eulerの反転公式と, (1,∞)に対応する Landenの公式
Li0{0,1}(x0x1; z) = −Li0{0,1}
(
x0x1;
z
z − 1
)
+ Li0{0,1}
(
x1x1;
z
z − 1
)
の二つの公式の多重対数関数の接続公式としての拡張が, 1 変数の場合の多重対数関数の接続公
式全体を記述することを見る. また, これらの接続公式を用いることによって形式的 Knizhnik-
Zamoldochikov方程式の 4点函数の接続公式を記述し,接続行列 ϕKZ(X,Y)の hexagon relaionを復
元する. 更に,二つの接続公式のMellin変換
M [φ(z)] (λ) = ∫ 1
0
φ(z) z−λ−1 dz
及びその逆変換を考えることによって次の定理を得る.
定理 2. 収束する指数 (k1, . . . , kr) = (a1 + 1, 1, . . . , 1︸  ︷︷  ︸
b1−1
, . . . , as + 1, 1, . . . , 1︸  ︷︷  ︸
bs−1
) の双対を (k′1, . . . , k′r) =
(bs + 1,
as−1︷  ︸︸  ︷
1, . . . , 1, . . . , b1 + 1,
a1−1︷  ︸︸  ︷
1, . . . , 1)とする. 多重ゼータ値に於ける大野関係式∑
c1+···+cr=`
ζ(k1+c1, . . . , kr+cr) =
∑
c′1+···+c′r′=`
ζ(k′1+c′1, . . . , k′r+c′r′ ) (`: 非負整数)
2
の `に関する両辺の母関数を次で定義する:
f (a1, b1, . . . , as, bs; λ) :=
∞∑
`=0
∑
c1+···+cr=`
ζ(k1+c1, . . . , kr+cr)λ`
g(a1, b1, . . . , as, bs; λ) :=
∞∑
`=0
∑
c′1+···+c′r′=`
ζ(k′1+c′1, . . . , k′r+c′r′ )λ`.
f , g の適当な和は Mellin 変換によって Landen の公式と対応し, その母関数の多重ゼータ値線
型結合を用いて一般の大野関係式の母関数が復元できる. また, Euler の反転公式のポリログ
Li0Σ(xk−10 x1; z) = −
∑∞
n=1 z
n/nk に関するものたち
Li0Σ(xk−10 x1; z) − Li0Σ(xk−20 x1; z)Li0Σ(x1; 1 − z) + · · · + (−)kLi0Σ(x0xk−11 ; 1 − z) = −ζ(k)
はMellin変換によって大野関係式の r = 1の場合である和公式と対応する.
第四章では q-多重ゼータ値について考察する. 極限を取る前の形である q-多重ゼータ値は,多重
ゼータ値に比べて線型・代数関係式が少なくなっている. にも拘らず次が成立する:
定理 3. q-多重ゼータ値も,多重ゼータ値の満たした関係式である大野関係式,巡回和公式
r∑
i=1
ζ(ki + 1, ki+1, . . . , kr, k1, . . . , ki−1) =
r∑
i=1
ki−2∑
j=0
ζ(ki − j, ki+1, . . . , kr, k1, . . . , ki−1, j + 1)
を満たし,また大野-Zagier関係式の q-類似
∞∑
k,r,s=0
{ ∑
wt k=k
dp k=r
ht k=s
ζq(k)
}
xk−r−syr−szs−1 = exp
 ∞∑
n=2
ζq(n)
∞∑
m=0
(q − 1)m
m + n
(xm+n + ym+n − (αm+n + βm+n))

も成立する. ここで, wt, dp, htは重さ,深さ,高さで, αm+n+βm+nは α+β = x+y+(1−q)(xy−z), αβ = z
で定まる x, y, zの多項式.
特に大野関係式, 巡回和公式に関しては全く同様形の公式が成立する. また, 大野-Zagier 関係式
は Gaußの超幾何関数の Heineによる q-類似
2φ1(α, β, γ; z) =
∞∑
n=0
(α)n(β)n
(γ)n(1)n z
n, (α)n = (1 − α)(1 − qα) · · · (1 − qn−1α)
に関する Gaußの和公式
2φ1(α, β, γ; γ/αβ) =
∞∏
n=1
(1 − α−1γqn)(1 − β−1γqn)
(1 − γqn)(1 − α−1β−1γqn)
を q-多重ゼータ値を用いて展開したものである. 超幾何関数の Gaußの和公式は超幾何関数の原点
と 1の間の接続行列の係数であり,大野-Zagier関係式はその公式を多重ゼータ値を用いて展開した
ものであった.
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